Concursul de Matematica si Informatica "Grigore Moisil"
Editia a ITI-a, Urziceni, 2-4 februarie 2007

CLASA A IX-A

Problema 1

Fie ABCDEF un hexagon regulat unde se considera punctele M € (AB), N € (BC),
P e (CD),Q € (DE), R € (EF), S € (FA) astfel incat MB + BN = QD + FR si
RF + F'S = BN + DP. Demonstrati ca AMPR si ANQS au acelasi centru de greutate.

* % %

Problema 2
a) Determinati numerele reale strict pozitive x < y < z in progresie geometrica, stiind ca au
< o s 9 ., 5. 5 133
loc urmatoarele doua egalitati: x +y + 2z = e sl +y*+2° = EoY
b) Aflati numerele strict pozitive a, b, ¢, r € Q, stiind cd a < b < ¢ sunt in progresie aritmetica

de ratie r + 1, iar numerele a < b+ 2 < ¢+ 12 sunt in progresie geometrica de ratie r + a.
* % ®

Problema 3

3

. . , 3 . .
a) Demonstrati ci sin® x cos 3z + cos® z sin 3z = 7 Sin 4x, oricare ar fi z € R.

b) Determinati toate numerele naturale n pentru care expresia
o n . n .
E(z) = sin" x cos nx + cos” xsin nx — 7 5in 4z

este independenta de x € R.
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Concursul de Matematica si Informatica "Grigore Moisil"
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CLASA A IX-A
SOLUTII

Problema 1. Noté,rnu:@, v:A—F>’§i AB =1. Avem
—_— = = —_— = _— — —_— -
MN + PQ + RS = (MB+ BN) + (PD + DQ) + (RF + FS) =
=MB-u+BN(u+v)+PD-v—DQ -u— RF(u+v)—FS-v=
—(MB+ BN —-DQ —RF)u+ (BN +PD—-RF—FSv=0-u+0-v=0.

r+y+2z=19/18 o r+xz+2=19/18
22 +y? + 22 =133/324 22+ 22+ 22 =133/324
Avem 2? + z2 + 22 = (x4 2)* — (V£2)? = (v + Voz + 2)(x — /22 + 2). Sistemul devine

x4+ +rz+2=19/18 N T+ /xz+2z=19/18
(x +xz+ 2)(x — rz+ 2) = 133/324 r—rz4+2="T/18

de unde z + z = 13/18, vz = 1/9, deci x = 1/2, z = 2/9, apoi y = 1/3.

Problema 2. a) Fiey = \/zz =

4 b+2=ua(r+a) b+2=0b—-r—-1)(b—1)
bja=b-r 1’c_b+r+1:>{c+12:(b+2)(r+a) {b+r+13:(b+2)(b—1) ‘
b+2
Prin eliminarea lui r, r = po1-2 2 (b+2)(b—1) —b—13, de unde b* —2b*> —120+16 = 0

b—1
sau (b—4)(b* +2b —4) = 0. Se produce solutia rationald b = 4, de unde r = 1, a = 2, ¢ = 6.
Problema 3. a) sin®z - cosz(4cos’> ¥ — 3) + cos® z - sin (3 — 4sin®z) =
3 3
= 3sinx cos z(cos® ¥ — sin? x) = 5 sin 2x cos 2z = 2 sin4zx.
b) n = 0 satisface i n = 1 nu satisface. Fie n > 2. E(0) = 0, deci E(x) = 0 sau

SN~ X cosnx + cos’ xrsmmnr = Z sin4zx.

Apoi pentru x = /8,

n .nT nim nT . Nm . T nm m™ . nm
Z:SIH gCOSg—FCOS gSln§<Sln§COS?+COS§SIH?:
:sin<z—|—T>§1,

8 8

2 1

5sindzr, e

deci n < 3. n = 3 verificd, n = 1 nu. Pentru n = 2, sin® x cos 2z + cos? z sin 2z =

falsa pentru = = 7 /4.
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CLASA A X-A

Problema 1
: . laz+b o C o
Fie a,b,z € C, cu |a| # |b| . Demonstrati cd o ral 1 dacd si numai daca |z| = 1.
z+a
* ok %
Problema 2
b 1 Inb
a) Fie a,b,c € (1,00) cu proprietatea ca 2c2 Demonstrati ca 29 22
b ¢ Inb Inc

b) Folosind eventual punctul a), demonstrati inegalitatea lg 12 < log, 10 - logg 11.
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Problema 3
a) Fie a,b € (0,00) \ {1}, a # b. Ardtati ca functia f : R — R, f(z) = a®b' ™ + a'~*b" este

1 1
strict descrescatoare pe intervalul (—oo, 5} si este strict crescatoare pe intervalul [5, oo) .

) , _ 3\" 3\’ 2\° 2\?
b) Aflati x,y € R din relatia 2 - 3 + 3 +3- 3 + 3 = 4./6.
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CLASA A X-A

SOLUTII

Problema 1

az+b az+b
bz+a bz+a

az+b
52’—1—6

— 16 (P - D(aP — PPy =1 & |2 = 1.

Problema 2

1 |
a) lnalncgina;nczln\/%<lnb.
11 10 | 12

b) 1g 12 = logy, 12 = logy, 11 - logy; 12 < logg 10 - loggy 11, deoarece — < — gi — <

10 9 11

Problema 3

=) () ]+ 6) - ()]
= g(x) + g(y) > 26 + 26 = 4V/6.

Rezultd v =y = 1/2.
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Concursul de Matematica si Informatica "Grigore Moisil"
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CLASA A XI-A

Problema 1

Fie X, Y € My(C) diferite de matricea nula, cu proprietatea ca X +Y = I si XY = 0.
a) Demonstrati ca dacd a,b € C sunt astfel incat a X + bY = I, atunci a = b = 1.

b) Demonstrati ca pentru a,b € C si n € N*, are loc egalitatea (aX + bY)" = I} daca si
numai daca a gi b sunt radacini de ordinul n ale unitatii.

Cristinel Mortici

Problema 2

a) Se considera un sir (a,), -, descrescétor si convergent la zero. Demonstrati ca sirul (z,,),,,
definit prin z, = a; — as + az — ... + (—=1)"'a, este convergent.
1
b) Fie (b,),~, un sir definit prin relatia de recurenta b, = b, + 5o by > 0. Demonstrati
- n
1 1 1 (1)1

+ este convergent.

& sirul (y, definit prin y, = — — — + — — ... + ———
ca girul (y,),,>, definit prin y bl b2+b3 b

Problema 3

L o ) . 1 .
Fie sirul (ay), oy definit prin relatia de recurenta a,11 = a, - €@, cu ap > 0. Demonstrati ca
sirul (an), oy este strict crescator, nemarginit si lim log, a, = 1.

n—oo

Cristinel Mortici

(© Subiectele sunt elaborate de Cristinel Mortici



Concursul de Matematica si Informatica "Grigore Moisil"
Editia a ITI-a, Urziceni, 2-4 februarie 2007

CLASA A XI-A
SOLUTII

Problema 1
a)aX +bY =a(X+Y)+(b—a)Y == (b-—a)Y=(1—-a)l=a=b=1
b) Prin inductie (aX +b0Y)" = a"X +b"Y, deci a"X +0"Y = [, & a" =" = 1.

Problema 2
a) Topt2 — Ton = Ogni1 — Gong2 > 0 si
Top = a1 — (a2 — ag) — ... — (Qan—2 — Qop—1) — A2 < @4
deci (z3,) convergent. Analog T, 3 — Topi1 = —Gonia + A2prs < 0 si
Tontr1 = (a1 - CLQ) + (CL3 - CL4> + ...+ (agn,l — a2n> + Aon+1 Z 0.

(—1)""a,1 — 0, deci (z,,) este convergent.

(9n) , (T2n+1) sunt convergente §i x, 11 — T, =
b) Daca (b,) marginit, atunci ar fi convergent la [ € R. Rezultd | = [ + —, fals. Raméane
b, — 00, deci & — 0 (descrescator) si se aplicd a).
Problema 3
A1/ an = ean > 1. Daca a,, — [ > 0, atunci [ = lel = el = 1, imposibil, deci a,, — oo0. Cu
lema Cesaro-Stolz de doua ori, avem
I Gntt
an —

Ina, lim Ina, 1 —Ina, lim
Inn  In(n+1)—Inn ilm(1+1)"

lim
1 1
. Inew o . .o n+1—n
= lim T :llmTth—:hmi:
n n (07% Ap+1 — Ap
L T
:hm—lzlimla—": im ~ =1.
an (o7 ~1) ein —1  r0er -1
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CLASA A XII-A

Problema 1

1
a) Aflati miﬂrgl / |z — a| dz si indicati valorile lui @ € R pentru care se realizeaza acest minim.
ac
0

™

2n +2°
* % %

w/2
b) Pentru orice n € N* definim [,, = / sin”  dx. Demonstrati ca I,,1,,11 =
0

Problema 2

a) Fie G grup comutativ si H submultime nevida, finita a lui G' cu proprietatea ca pentru
orice z,y € H, avem 2%y € H si 23y € H. Demonstrati c& H este subgrup al lui G.

b) Fie G un grup si H un subgrup al lui G. Demonstrati ci dacd multimea G' \ H este finit4,
atunci G este grup finit.

Problema 3

Fie f : R — R o functie periodica si care admite primitive si fie F' € / f.

a) Demonstrati cd existd si este unic un numar real a astfel incat functia g : R — R, definita
prin g(z) = ax + F(x) este marginita.

b) Caleulati Tim -

T—00 1‘2 ’
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CLASA A XII-A
SOLUTII

Problema 1

a)agO:I:fol(ac—a)dx:%— 2%
a>1=1=[/(a—z)dr=a—}
a€(0,1)=1=[a—z)de+ [ (z—a)d
1 1 _

1

8

3 1= 1
Rezulta ca min = %, pentru a = 1

5 .

b) Avem I, = %=1, _, si proceddm prin inductie. Dacd [,y = %—7:_2, 1 < k < n, atunci
n n+1 n n+1l = s
[n+1[n+2 = n—1" n — : ‘o T .
n+1 n+ 2 n+l n+2 2n 2n-+4
Problema 2

a)Fiex € H= 12> € H= 2° € H= ..s H finit, deci 2?1 = 2%%l = 2% = ¢
(k=1]i—Jjl).

r =21 cH decize H=2""'€H.

Fie z,y € H = (2%y)*(23y) ' € H = zy € H.

b) Fie x € G \ H arbitrar fixat. f: H — G ~ H, f(h) = hx este injectivd si G \ H finita
= H finit= G = H U (G \ H) este finit.

Problema 3

a) Fl(z +t) — F(z) = c (constanta)= ¢(z) = F(v) — $x este T—periodica si continua=- ¢
este marginita, deci @ = —%. Daca ax + F(z) si bx + F(x) sunt marginite, atunci diferenta

este marginita= (b — a)x este marginitda= a = b.
F F
b Tim ) _ i (M ~ 3) o

T—00 x2 T—00 IQ €T
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